ReSeni 2. série kategorie STUDENT S-II-2

Regeni S-11-2-1

Danéa tloha ma nékolik feSeni. V autorském feSeni tilohy uvedu dva mozné zptisoby
feSeni. Podle mého nazoru budou jesté dalsi mozné zpisoby, jak usporadat kostky. Jeden
z moznych zptisobi je rozebran podrobné a postup v druhém pripadé bude jen nastinén.
Da se predpokladat, ze zptsoby feseni budou podobné.

P1i pohledu na kostky v zadani tlohy zjistime, ze kostky s ¢islem 34 jsou jen dveé. To
znamena, ze by tyto kostky mohly byt vedle sebe. S timto predpokladem budeme pracovat
nejdrive a pokusime se ho rozvést k potfebnému vysledku.

Kdyz ¢isla na kostkach 3, 34 a 5, 34 secteme, vyjde nam ¢islo 76. Tomuto ¢islu se
z uvadénych moznosti nejvice priblizuje ¢islo 89. Pokusime se vhodnymi kombinacemi
kostek dojit k tomuto ¢islu. Jednou z moznosti, jak budou tyto dvé kostky usporadany
vedle sebe, je takova, ze kostka ¢islo 3, 34 bude prvni radé. To bude vypadat nasledovné:
3, 34 a 34, 5 a podle podminky v zadani musi nasledovat kostka zacinajici ¢islem 5. Z
nabizenych moznosti to muze byt 5, 1; 5, 2 nebo 5, 3. Ostatni kostky s pétkou to byt
nemohou, protoze celkova hodnota by presahovala pozadovanou hodnotu 89.

Nejdiive vezmeme tadu kostek: 3, 34; 34, 5; 5, 1. Hodnota téchto kostek je 82. K
pozadované hodnoté nam chybi 7. Protoze poslednim kostkou v tadé je 5, 1, musela by
nasledovat kostka 1, 6 a tu nemame k dispozici. Tuto moznost miizeme tedy vyloucit.

Dalsi uvazovanou kostkou je 5, 2. Hodnota rady kostek 3, 34; 34, 5; 5, 2 je 83. Do 89
zbyvé 6, ale kostku 2, 4, kterd by musela nasledovat nemame v nabidce. I tuto moznost
tedy vylouc¢ime. Ke stejnému zavéru dospéjeme i s kostkou 5, 3.

Nyni se pokusime ptvodni dvé kostky umistit jinym zptisobem. Ten zptsob je: 5, 34;
34, 3. Dale muze tedy nasledovat kostka 3, 1; 3, 2; 3, 5 nebo 3, 8. Opét zacneme zkousSet
pfifazovat kostku a zjigfovat, jestli se jejich sou¢et nerovna ¢islu 89. Rada 5, 34; 34, 3;
3, 1 dava soucet 80. Do 89 chybi 9 a to by z vhodnych kombinaci zac¢inajici ¢islem 1
odpovidalo na kostku 1, 8. Rada 5, 34; 34, 3; 3, 1; 1, 8 je tou hledanou fadou.

V nabidce mame i jednu kostku s ¢islem 55. Je to nejvyssi mozné nabizené ¢islo. Po-
uzijeme ho tedy ve skladani souctu 144. Protoze se toto ¢islo vyskytuje jenom jednou, je
jasné, ze bude umisténo na kraji rady. Hodnota této kostky je 60. Postupnym vhodnym
dosazovanim jednotlivych nabizenych kostek ( postup jako v predeslém piipadé ) dosta-
neme hodnotu rady 144. Ta rfada vypada nasledovné: 55, 5; 5, 3; 3, 8; 8, 13; 13, 2; 2, 3; 3,
21.

Do tohoto okamziku jsme vycerpali fadu sedmi a ¢tyt kostek o souctech 144 a 89.
Zbyvaji nam tedy 2 rady po ¢tyrech kostkach a jedna fada po péti kostkach. Zbyvaji ndm
hodnoty 34; 55; 89. Predpokladejme, Ze na nejnizsi hodnotu budeme potfebovat nejnizsi
kostky. Vezmeme tedy kostky 1, 1; 1, 2 a 1, 5. Jejich soucet je 11. Do 34 zbyva 23, cemuz
odpovida kostka 2, 21. Nyni uz kostky jen vhodné usporddame na tadu: 5, 1; 1, 1; 1, 2;
2, 21.

Mezi zbyvajicimi kostkami se nachazi dvé s ¢islem 21. Jsou to kostky 3, 21 a 8, 21.
Hodnota této fady je 55. My ovSem potiebujeme fadu po péti nebo po ctyfech kostkach.



Proto budeme pokracovat v kombinaci kostek. Je tedy jasné, ze tyto kostky vedle sebe
pouzijeme na hodnotu 89. Rozdil téchto dvou hodnot ( 89 - 55 = 34 ) musime rozdélit
do dvou nebo tii kostek. Z volnych kostek se ndm nabizi dvojice kostek 3, 13 a 5, 13. 1
z téchto kostek lze snadno vytvorit odpovidajici dvojici. Navic se ndm hodi i k predeslé
dvojici kostek. Kombinaci kostek vytvorime tedy radu 8, 21; 21, 5; 5, 13; 13, 3.

Zavérem musime ze zbylych péti kostek uspotradat radu. Ta by méla vypadat nasle-
dovné: 8, 2; 2, 2; 2, 5; 5, 8; 8, 13. Usporadani kostek v prvnim mozném teSeni najdete v
obrazku ¢. 1.

Nyni ve stru¢nosti naznaceni zptisobu feseni v druhém pripadé. Usporadani kostek do
zajice najdete na obrazku ¢. 2. Postupoval jsem podobnym zptisobem. Za vychozi kostku
jsem zvolil kostku s ¢islem 55, které se nachazi v nabidce pouze jednou. K této kostce
jsem pridal i kostky s ¢isly 34. Kostky s nejvyssimi ¢isly jsem pouzil na nejvyssi soucet a
pak jsem se snazil usporadat ostatni kostky podle potieb, az se dostavame k vysledku.
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Reseni S-11-2-2

Nasim tukolem je vytvorit vyraz, ktery by vyjadroval nejvétsi z cisel, jez lze sestavit z
nésledujicich symboli: ¢islice 1, 2, 3, 4%; zavorky ,(, )*; desetinné ¢arky ,, , ¢; znaménka
pro odecitani ,, - “. Posledné zminovany symbol bychom spis méli pojimat jako symbol
pro oznadeni zapornych &sel, nez jako symbol pro oznaceni operace odeétani. Uspésné
feSeni této tulohy je tedy zalozeno na schopnosti porovnavat velikosti ¢isel.

Pro tiplnost uvedeme mozna reseni. Zacneme nejprve témi, které obsahuji pouze cislice.

1. 4321 — jedna se o pouze zietézeni Cislic v ¢islo, jehoz velikost jsme schopni urcit.

Nyni budeme vytvaret vyrazy, ve kterych se objevuji mocniny.



2. 321* — prvnim typem jsou ¢isla, kde zdklad mocniny je &slo tiiciferné a mocnitel
je ¢islo jednociferné. Asi nikomu nebude ¢initi obtizi ovérit, ze toto ¢islo je z nich
nejvetsi.

3. 312 — druhym typem jsou &isla, ve kterych jsou zaklad mocniny i mocnitel &sla
dvouciferné.

4. 32! — t¥etim typem jsou ¢isla, kde zdklad mocniny je ¢islo jednociferné a mocnitel
je ¢islo triciferné.

Nyni budeme vytvaret mocniny, ve kterych se objevuji slozené mocniny.

4 , . . . Y . . . . . ,
5. 213 — zdklad mocniny je dvouciferné ¢islo a mocnitel je mocnina o jednociferném
zékladu a jednociferném mocniteli.

4 , . . . . Sy . . . . ,
6. 231" — zdklad mocniny je jednociferné ¢islo a mocnitel je mocnina o dvouciferném
zékladu a jednociferném mocniteli.

41 , . .. . , s . . o . . .
7. 23 — zdklad mocniny je jednociferné ¢islo a mocnitel je opét mocnina o jednocifer-
ném zakladu a dvouciferném mocniteli.

V kazdé skupiné je uveden vyraz, ktery vyjadiuje nejvétsi ¢islo, které 1ze utvorit danym
postupem. Jak vSak takové ¢islo urcit, pokud nam to nase schopnosti popi. kalkulacka
nedovoluji? Povolame si na pomoc zdatného pritele a tim jen Logaritmus. Zajisté se s nim
Jiz znate, avSak nejste si védomi jeho schopnosti. Tak nyni se je pokusim demonstrovat
na dvou ptikladech.

1. chceme zjistit, které z ¢isel 23" a 24" je vétsi ne# to druhé. Hlava ndm to nebere a
kalkulacka jakbysmet. Proto nastupuje do boje pan Logaritmus.
Nejprve si sestavime zapis pro porovnavani.

23" 904% _ spravny symbol doplnime az na konci a mizeme volit z nékolika (=, >
< ...)
) Y

log 23" 71og 2" — miZeme pouZit standardné logaritmus o zédkladu deset a nebo o
néco vtipnéji logaritmus o zakladu dva

log, 28" 710g, 24" — tradiéné upravime

34 . log, 2743! - log, 2 — znovu upravime

3117431 — 3 znovu pouzijeme logaritmus

log 3*17 log 43!

411og37311log4 — a to uz nam kalkulacka bere, tedy 41log3 > 31log4 a tedy i

2341 > 2431



2. chceme zjistit, zda ndhodou cislo 34 preci jenom neni vétsi nez 23" Opét si sesta-
vime zapis, podle kterého budeme dale postupovat.

21 41 , o v v/ . . ’ ’ v
347723 — nyni mizeme pouzit pouze logaritmus o stejném zakladu, tak napf. de-
sitkovy

log 3% 7 log 23"

421 .1og 373 -log 2 - toto uz nékteré kalkulacky zvladnou, aviak my pokrocime jesté
o krucek dal. Opét zlogaritmujeme obé strany logaritmem o stejném zakladu.

log (4% - log 3)? log (3! - log 2)

log 42! +1log(log 3)? log 3" +log(log 2) — a toto uz kalkulatory, které maji logaritmus
zvladnou.

Obdobnym zpiisobem lze porovnat ty, kde jsme si nejisti.

Na zavér uvedme nékolik zajimavosti. Pokud se budeme drzet tradi¢niho zapisu, tak
k zamichani poradi diky desetinné c¢arce nedojde. Pfece jenom cislo 432,1 na to neni
dostatecné veliké. Dalsi ¢isla, ktera aspiruji na post velkych ¢isel jsou ¢isla kombinacni ve
tvaru (Z), tato ¢isla, ale jsou mensi nez mocninné funkce.(Zkuste si sami.)

Jina situace nastane kdyz opustime tradi¢ni styl zapisu a pridrzime se tzv. kalku-
lackového stylu zdpisu. Na kalkulacce je totiz mozné misto 0,1 napsat jen ,1 (schvalné,
zkuste si to), a tudiz ve vyrazu mizeme pouzit vechny symboly. Takze jako perlicku na
zavér uvadim vyraz, ktery vytvaii nejvétsi (zndmé) ¢islo, které lze z uvedenych symboli
vytvorit.
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Regeni S-11-2-3
Vybéh s prikopem bude vypadat takto:




K vypoctu strany a pouzijeme Pythagorovu vétu:

2
2 2, @
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26 26V3
a= A 3 m.

Strana a se rovna poloméru kruznice opsané Sestiuthelniku.

Maé-li byt ptrikop kolem Sestitithelniku Siroky 10 m, pak kolem jednotlivych stran Sesti-
uhelniku budou rovnobézky v dané vzdalenosti a v rozich budou kruhové vysece s polo-
mérem pravé 10 m. Uvédomme si, ze slozenim téchto kruhovych vysec¢i dostaneme kruh
o poloméru 10 m.

Obsah vzniklého utvaru je tedy roven obsahu Sesti vzniklych obdélniki, ke kterému
pripoc¢teme obsah vyse zminéného kruhu.

So=ab S, =7r? S, = %%JmQ S = 314, 2m?

S =65y + Sk S =1214,9m?

Objem odvezené zeminy se bude pocitat pomoci tohoto celkového obsahu. Objem tedy
bude: V =S -h V = 3644, Tm?

Reseni S-11-2-4

Nasim tkolem vlastné je zjistit, jaky je primér jedné kulicky a jak jsou kulicky v
krabici naskladané, aby mohlo platit, ze postacuje zvétsit dva rozméry krabice o0 9 mm a
kulicek se do krabice vejde vice.

Predpokladejme, 7ze vrstva kulicek na dné je rozmisténa ,,perfektné“. Tj. po rozmisténi
tam nezbyvaji zadné mezery. (K tomu nas vede ten fakt, 7e obchodnik chtél vzdy dat do
krabice co nejvice kulicek a pritom chtél usettit za material na krabicich. Tedy je nevyrabél
»zbytetné” vétsi.)

Je ziejmé, ze prumér kulicky loziska d je mensi nez 9 mm a Ze nemda valnou cenu
uvazovat s vétsi presnosti nez na milimetry. Potom primér kulicky mize byt d; = 10 mm,
dy = 20 mm a d3 = 40 mm. Nebot to jsou spolec¢ni délitelé Sitky a délky krabice mensi
nez 9 mm.

Nyni jde o to rozmyslet si, jak jsou jednotlivé vrstvy rozmistény na sobé. V tvahu
pripadaji dvé moznosti:

1. kulicky jsou nad sebou, viz obr.

2. kulicky jsou mezi sebou, viz obr.

I
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V prvnim piipadé je pro n vrstev tfeba vyska
nd.

Ve druhém pripadé je pro n vrstev nutna vyska

d[1 + ?(n - 1)],

protoze pro V trojuhelniku plati

Pro d; tak dostavame v prvnim piipadé n = 14 avSak ve druhém pripadé je pocet
vrstev n = 16, protoze

V3

10[1 + 7(16 —1)] mm < 140 mm,

V3

10[1 + 7(17 —1)] mm > 140 mm.

V prvnim pripadé je tedy v krabici ulozeno 28 - 20 - 14 = 7840 kulicek. Ve druhém
pripadé pak 28 - 20 - 8 + 27 - 19 - 8 = 8584 kulicek, tedy vice nez v prvnim piipadé.

Stejné budeme postupovat pro ds a d3. Pro ds je v obou uvazovanych pripadech mozné
umistit do krabice 7 vrstev, tudiz je vyhodnéjsi sklddat je na sebe. Kulicek by v tomto
pripadé bylo v krabici 980. Pro d3 je situace obdobné, v obou pripadech je mozné naskladat
na sebe nejvyse 3 vrstvy. Opét je vyhodnéjsi umistit kulicky podle prvniho zpiisobu, avsak
tentokrat je vyska krabice o 2 cm vice, nez je pro takové uskupeni tfeba a proto nemusime
tento rozmérem loziska dale uvazovat.

Uvazujme nyni, ze prumér kulicky je dy = 20 mm. ZvétSime-li rozméry krabice o 9
mm, je ziejmé, ze nevznikne dostatek prostoru pro dalsi fadu ¢ vrstvu. Aby se zvétsil
pocet kulicek, musi se v krabici premistit tak, ze nyni budou mezi sebou. Pokud se spodni
vrstva rozmisti po celé délce krabice, vzniknou mezi kulickami mezery o velikosti % mm.
(Mezery budou skutené rovnomérné, nebot na v8echny kulicky piisobi stejna tthova sila.)

d{2+316mm




Pro n vrstev je pak nutna vyska
d+ (n—1)X,

tj. priblizné
[20 + (n — 1)16, 5] mm.

Do 149 mm se tak vejde 8 vrstev a celkovy pocet kulicek je 14-10-4+13-9-4 = 1028.
Kulicek je tedy vice, nez bylo v piivodni krabici. AvSak vyska krabice, ktera je nyni potieba
pro takovéto rozmisténi kulicek je dokonce mensi, nez ptuvodni. Tedy nebylo tfeba krabici
do vysky zvétSovat. I tento polomér loziska tedy nevyhovuje zadani ulohy.

Uvazujeme-li prumér kulicky d; = 10 mm, budou mezery mezi kulickami % mm a
vyska uvazovaného trojihelniku spojnic stiedit kruznic V' bude pfiblizné 8,5 mm. Pocet
vrstev, které je mozné nyni umistit do krabice je 17 a celkovy pocet kulicek se tak zvysil
na 28-20-9+427-19-8 = 9144. Vyska 17 vrstev kuli¢ek pti tomto rozmisténi je priblizné
147 mm.

Primeér loziskové kulicky je tedy d = 10 mm, v pivodni krabici jich bylo 8584 a ve
zvétSené 9144.

Pozn.: Miizete si sami ovérit, ze pokud by byla krabice zvétSena jen o 8 mm, nebylo
by mozné jednu vrstvu pridat.

Regeni S-11-2-5

P1i feSeni této tlohy vyuzijeme néasledujici tvrzeni:

Tvrzeni: Pro libovolné k € R plati (3k)? + (4k)? = (5k)*.
Diikaz:

Zcela evidentné plati vztah

32 + 42 — 527
po vynasobeni celé rovnice k? a jednoduché tpravé dostavame vztah
(3k)* + (4k)* = (5k)*.

Zvolime-li za k = 11...1 je tloha vyfeSena, protoze 3-11...1=33...3a4-11...1=
44...4a5-11...1=55...5.



